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數學 QUASAR 紙筆認知評量示例 

高雄市博愛國小  洪雪芬 

壹、前言 

當代數學教學思潮中，國小數學教育目標除了引導學生掌握數、量、形的概念與關係之

外， 亦強調發展學生解題、說理與溝通的能力。近十年來，國內之國小數學教學在發表能力

的培養和班級討論文化的提倡下，課堂中學生說數學、討論數學的精彩場景處處可見，然而

近一兩年，課堂中熱烈發表與討論數學的景象已大幅減少，究其原因，除了實施九年一貫課

程，數學領域教學時數減少之因素外，最大的原因應該是在推出解題溝通導向之數學教學之

際，未能同時推出相對應之解題說理評量機制。 

去年（92 年）九月，在梁淑坤教授的指導下認識了美國匹茲堡大學為提升經濟不利地區

高中學生的數學思考及推理能力，所進行的一個 QUASAR（Quantitative Understanding：

Amplifying Student Achievement and Reasoning）教學評量研究計畫。QUASAR 計畫使用種

種評量來評估學生是否達到推理、解題、溝通之數學教學目標，包括易於大團體實施的學生

紙筆認知評量；易於班級教學實施的教學導向作業，像是合作學習、個別操作的評量；以及

針對重要態度、信念和性向的非認知評量。其中最具特色的是 QUASAR 紙筆認知評量工具的發

展（The QUASAR Cognitive Assessment Instrument，簡稱 QCAI）， QCAI 的四個主要成份為

數學內容、認知過程、表徵類型和任務背景。數學內容包含數、計算、測量、機率和統計、

幾何、代數、估計、模式；認知過程包含理解數學題目、察覺數學關係、組織訊息、系統化

闡述、評價答案的合理性、推論結果、證明答案和溝通數學想法。表徵類型包含文字、算式、

圖形和圖表等。QCAI 注重評量學生在數學解題、推理和溝通方面的表現，與當代數學教育的

精神，培養學生推理、問題解決和溝通之能力(NCTM, 1989)完全吻合。 

筆者深信「在有計畫的引導下，學生可以學習到廣泛的數學內容，也可以深層的理解數

學概念」，更深信如果評量的目標是學生「知道什麼以及會什麼」，那麼學生就不能只是寫出

解答，還需要詳細說明想法和理由。因此，筆者參考美國 QUASAR 教學評量研究計畫的作法，

嘗試規劃適合國小六年級學生之 QUASAR 紙筆認知評量方案，並實施之。本示例以「怎樣解題」

為範疇，評量內容包括等差問題、乘法巧算、OOXX 規律、和差問題和倍數問題等五種題型，

期望透過 QUASAR 紙筆認知評量之實施，瞭解學生數學解題說理的能力、數學正確解題與錯誤

解題之解題類型和數學解題說理層次的分佈情形，更期望發展出一個能檢核學生解題、說理

與溝通能力的紙筆評量機制。 

 

貳、評量目標 

一、瞭解每個學生在「怎樣解題」五種題型中，數學解題與說理的能力。 

二、瞭解全班學生正「怎樣解題」五種題型中，正確解題與錯誤解題之解題類型。 

三、瞭解全班學生正「怎樣解題」五種題型中，數學解題說理層次之分佈情形。 
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參、實施年級或適用對象 

本示例之實施對象為高雄市博愛國小六年級 38 位學生，由於選定的題材「怎樣解題」

是屬於小六、國一的銜接教材，因此適用對象為國小六年級及國中一年級學生。 

 

肆、實施流程 

QUASAR 紙筆認知評量的特色在於能夠讓學生將其解題的想法作充分的描述，對學生而

言，可以透過說理作概念的澄清與解題的省思，對教師而言，可以深入了解學生解題創意與

迷思，雖然仍為紙筆形式之評量，然而與一般的紙筆評量卻大異其趣。實施流程如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4-1  QUASAR 紙筆認知評量實施流程 
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伍、評量內容 

評量內容包括等差問題、乘法巧算、OOXX 規律、和差問題和倍數問題等五種題型，每

一個題型 2題。QUASAR 認知評量題目和分析如表 5-1 和表 5-2。 

 

表 5-1  QUASAR 認知評量題目 

等差 1 2＋4＋6＋8＋----＋54＋56＋58＋60＝（      ） 

請寫出你的做法和想法！加油！ 

等差 2 5＋6＋7＋8＋-----＋87＋88＋89＋90＝（      ） 

請寫出你的做法和想法！加油！ 

乘法 1 25×125×28×32＝（    ） 

算算看，並說出你的解題方法！GO！ 

乘法 2 25×16×36×125＝（    ） 

算算看，並說出你的解題方法！GO！ 

OX 1 

 

OOOXXXXOOOXXXX……，如此有規律的排下去，第 52 個是○還是 X？ 

請寫出你的做法和想法！加油！ 

OX 2 OXXOOOXXXXOOOOOXXXXXX……，如此有規律排下去，第 56 個和第 57 個各是 O還是

X？請寫出你的做法和想法！加油！ 

和差 1 剛考完試，小丸子國語、數學兩科合起來是 192 分，國語比數學多 4分，請問小

丸子國語、數學各考幾分？請寫出你的做法和想法！加油！ 

和差 2 大雄把 800cc 的飲料裝成兩杯，大杯比小杯多 40cc，請問大杯，小杯飲

料各是多少 cc？請寫出你的做法和想法！加油！ 

倍數 1 紅球、黃球共 240 個，紅球的數量是黃球的 5 倍，請問紅球、黃球各

有幾個?   請寫出你的做法和想法！加油！ 

倍數 2 紅豆 180 公斤，分成 A、B、C 三包，A 是 B 的 3 倍，B 比 C 多 20 公斤，

請問 A、B、C 各是多少公斤？   請寫出你的做法和想法！加油！ 

 

表 5-2  QUASAR 認知評量題目分析 

數學
內容 

數、計算、估計 代數、模式 測量、機率和統計、幾何 

乘法巧算、和差問題、倍數問題 OOXX 規律、等差問題  

認知
過程 

理解數學題目、察覺數學關係、組織訊息、系統化闡述、評價答案的合理性、推論結
果、證明答案和溝通數學想法。 
乘法巧算、和差問題、倍數問題、等差問題、OOXX 規律 

表徵
形式 

文字 算式 圖表 圖形 

和差問題、OOXX 規律、倍數問題 等差問題、乘法巧算   
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陸、評量標準 

QUASAR 認知評量的特色在於評分規準的擬定，其評分規準分為 Level 1 到 5，原版之

評分規準，如表 6-1，其中 Level 3 的評分規準為：答案正確，計算過程正確，但無文字或

圖形說明。由於筆者已將評量試卷樣貌作了修正，加了說理(想法)一欄，因此，學生留下空

白沒有透過文字或圖形加以說明的可能性會降低，倒是將算式直接翻譯成文字或文字說理簡

略不清楚的情況將大增，此外，也有可能產生答案正確，但計算過程錯誤或文字說理錯誤的

情況，所以，筆者在評分規準上作了一些修正，如表 6-2。 

 

表 6-1 QUASAR 評分規準原版 

Level   評   分   規   準 

Level  5 答案正確，計算過程和文字說明完整或圖形說明正確。 

Level  4 答案正確，計算過程和文字說明或圖形說明正確，但不夠完整。 

Level  3 答案正確，計算過程正確，但無文字或圖形說明。 

Level  2 答案不正確，但包含正確的數學推理；或只有一正確答案而無計算過程。 

Level  1 嘗試回答 

 

表 6-2   QUASAR 評分新規準 

Level   評   分   規   準 

Level  5 答案正確，計算過程和文字說理正確，而且完整。 

Level  4 答案正確，計算過程和文字說理正確，但不夠完整。 

Level  3 答案正確，計算過程正確，但直接將算式翻譯為文字或說理簡略不清楚。 

Level  2 1. 答案正確，計算過程正確，文字說理錯誤或無文字說理。 

2. 答案正確，計算過程錯誤或無計算過程，文字說理簡略不清楚或說理錯誤或

無文字說理。 

3. 答案不正確，但包含正確的數學推理。 

Level  1 嘗試回答，但答案不正確，觀念錯誤。 

備註 1. 由於題型之不同，上述之【計算過程】可改為【解題過程】，【文字說理】可

改為【圖形說明】。 

2. 若是學生之表現，上述各項描述均不符合，可再以文字補充描述。 
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柒、學生之解題表現分析 

評量題型共有五種，由於題型不同、教學評量之實施流程不同，因而學生之表現也有所

不同，本文從學生之解題說理表現和解題類型兩個向度進行分析，並進行解題示例萃取。 

 

一、學生之解題說理表現分析 

本節除了針對學生解題說理 Level 1~5 之整體表現進行分析，更針對「解題正確者」之

說理表現進行分析，茲逐題說明如下： 

（一）等差問題教學－多媒體解題（09/19）－教學－紙筆評量（09/30） 

等差問題採取第一類之教學評量流程：首先在實體教室中進行等差問題之教學，引

導學生透過解題、討論和質疑辯證等活動澄清概念，其次引導學生到多媒體討論區作解

題練習和同儕互動，然後根據學生之解題迷思進行再次教學，最後以紙筆方式實施評

量，學生之評量表現如下： 

表 7-1  等差問題之評量表現 

 
解題 解題說理 Level 1~5 

正確 錯誤 5 4 3 2 1 合計 

等差 1 21 8 6 9 6 6 2 29 

等差 2 23 6 7 11 5 5 1 29 

合計 44 14 13 20 11 11 3 58 

百分比 76﹪ 24﹪ 22﹪ 35﹪ 19﹪ 19﹪ 5﹪ 100﹪ 

 

表 7-2 等差問題「解題正確者」之解題說理表現 

 解題說理 Level 1~5 

 5 4 3 合計 備註 

等差 1 6 9 6 21  

百分比 29﹪ 42﹪ 29﹪ 100﹪  

等差 2 7 11 5 23  

百分比 30﹪ 48﹪ 22﹪ 100﹪  

合計 13 20 11 44  

百分比 30﹪ 45﹪ 25﹪ 100﹪  

 

由表 7-1，得知等差問題之整體評量表現為正確解題 76﹪，錯誤解題 24﹪，其中解題說

理表現達到 Level 5 和 4 的有 57﹪，也就是說有 43﹪的學生不太會說理。 

由表 7-2，發現在「解題正確者」中，解題說理表現達到 Level 5 和 4 的有 75﹪，亦即

尚有 25﹪的學生能正確解題，但說理能力尚待加強。 
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（二）乘法巧算：教學－紙筆評量（09/30） 

乘法巧算採取第二類之教學評量流程：由於此類題型對學生而言較為簡單，因此進

行實體教學，引導學生在實體教室進行解題、討論和質疑辯證之後，直接以紙筆方式實

施評量，與第一類相較，少了多媒體討論區解題及針對學生之解題迷思進行再次教學兩

個向度，學生之評量表現如下： 

 

表 7-3  乘法巧算之評量表現 

 
解題 解題說理 Level 1~5 

正確 錯誤 5 4 3 2 1 合計 

乘法 1 27 3 12 6 9 2 1 30 

乘法 2 26 4 10 6 10 2 2 30 

合計 53 7 22 12 19 4 3 60 

百分比 88﹪ 12﹪ 36﹪ 20﹪ 32﹪ 7﹪ 5﹪ 100﹪ 

 

 

表 7-4 乘法巧算「解題正確者」之解題說理表現 

 解題說理 Level 1~5 

 5 4 3 合計 備註 

乘法 1 12 6 9 27  

百分比 44﹪ 23﹪ 33﹪ 100﹪  

乘法 2 10 6 10 26  

百分比 38﹪ 24﹪ 38﹪ 100﹪  

合計 22 12 19 53  

百分比 41﹪ 23﹪ 36﹪ 100﹪  

 

由表 7-3，得知乘法巧算之整體評量表現為正確解題 88﹪，錯誤解題 12﹪，其中解題說

理表現達到 Level 5 和 4 的有 56﹪，也就是說有 44﹪的學生不太會說理。 

由表 7-4，發現在「解題正確者」中，解題說理表現達到 Level 5 和 4 的有 64﹪，亦即

尚有 36﹪的學生能正確解題，但說理能力尚待加強。 
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（三）ooxx 規律：教學－多媒體解題（10/03）－教學－紙筆評量（10/23） 

ooxx 規律採取第一類之教學評量流程：首先進行教學，引導學生在實體教室進行

解題、討論和質疑辯證，其次提供多媒體討論區讓學生作解題練習和同儕互動，然後根

據學生之解題迷思進行再次教學，最後以紙筆方式實施評量，學生之評量表現如下： 

表 7-5  ooxx 規律之評量表現 

 
解題 解題說理 Level 1~5 

正確 錯誤 5 4 3 2 1 合計 

ooxx1 27 3 12 7 8 2 1 30 

ooxx2 21 9 8 7 6 5 4 30 

合計 48 12 20 14 14 7 5 60 

百分比 80﹪ 20﹪ 34﹪ 23﹪ 23﹪ 12﹪ 8﹪ 100﹪ 

 

 

表 7-6 ooxx 規律「解題正確者」之解題說理表現 

 解題說理 Level 1~5 

 5 4 3 合計 備註 

ooxx 規律 1 12 7 8 27  

百分比 44﹪ 26﹪ 30﹪ 100﹪  

ooxx 規律 2 8 7 6 21  

百分比 38﹪ 33﹪ 29﹪ 100﹪  

合計 20 14 14 48  

百分比 42﹪ 29﹪ 29﹪ 100﹪  

 

 

由表 7-5，得知 ooxx 規律之整體評量表現為正確解題 80﹪，錯誤解題 20﹪，其中解題

說理表現達到 Level 5 和 4 的有 57﹪，也就是說有 43﹪的學生不太會說理。 

由表 7-6，發現在「解題正確者」中，解題說理表現達到 Level 5 和 4 的有 71﹪，亦即

尚有 29﹪的學生能正確解題，但說理能力尚待加強。 
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（四）和差問題：多媒體解題（10/16）－教學－紙筆評量（10/23） 

和差問題採取第三類之教學評量流程：嘗試不先作教學，直接引導學生在多媒體討

論區作解題練習和同儕互動（10/16），然後根據學生之解題迷思進行實體教學，最後以

紙筆方式實施評量（10/23），由於和差問題的解題和推理對學生而言難度較高，因此，

首次在多媒體解題時錯誤率偏高，在根據學生之迷思概念進行教學和澄清之後，學生的

答對率大幅提昇，學生之評量表現如下： 

 

表 7-7  和差問題之評量表現 

 
解題 解題說理 Level 1~5 

正確 錯誤 5 4 3 2 1 合計 

和差 1 24 7 11 11 2 6 1 31 

和差 2 26 5 10 12 2 3 3 31 

合計 50 12 21 23 4 9 4 62 

百分比 81﹪ 19﹪ 34﹪ 37﹪ 6﹪ 15﹪ 6﹪ 100﹪ 

 

 

表 7-8  和差問題「解題正確者」之解題說理表現 

 解題說理 Level 1~5 

 5 4 3 合計 備註 

和差問題 1 11 11 2 24  

百分比 46﹪ 46﹪ 8﹪ 100﹪  

和差問題 2 10 12 2 24  

百分比 42﹪ 50﹪ 8﹪ 100﹪  

合計 21 23 4 48  

百分比 44﹪ 48﹪ 8﹪ 100﹪  

 

 

由表 7-7，得知和差問題之整體評量表現為正確解題 81﹪，錯誤解題 19﹪，其中解題說

理表現達到 Level 5 和 4 的有 71﹪，也就是說有 29﹪的學生不太會說理。 

由表 7-8，發現在「解題正確者」中，解題說理表現達到 Level 5 和 4 的高達 92﹪，亦

即只有 8﹪的學生能正確解題，但說理能力尚待加強。 
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（五）倍數問題：教學－多媒體解題（11/13）－教學－紙筆評量（延後測）（01/02） 

倍數問題採取第一類之教學評量流程：首先進行教學，引導學生在實體教室進行解題、

討論和質疑辯證，其次提供多媒體討論區讓學生作解題練習和同儕互動，然後根據學生之

解題迷思進行再次教學，最後以紙筆方式實施評量（延後測）。由於學生在多媒體解題時表

現良好，通過率甚高，因此不馬上作紙筆評量，而以延後測方式實施紙筆評量（1/2），經

過一個多月之後，學生的錯誤率雖然比第一次之多媒體解題表現差，但是筆者認為這才是

學生真正能力所在，學生之評量表現如下：  

 

表 7-9  倍數問題之評量表現 

 
解題 解題說理 Level 1~5 

正確 錯誤 5 4 3 2 1 合計 

倍數 1 24 8 6 17 1 2 6 32 

倍數 2 22 10 13 7 2 2 8 32 

合計 46 18 19 24 3 4 14 64 

百分比 72﹪ 28﹪ 30﹪ 37﹪ 5﹪ 6﹪ 22﹪ 100﹪ 

 

表 7-10 倍數問題「解題正確者」之解題說理表現 

 解題說理 Level 1~5 

 5 4 3 合計 備註 

倍數問題 1 6 17 1 24  

百分比 25﹪ 70﹪ 5﹪ 100﹪  

倍數問題 2 13 7 2 22  

百分比 59﹪ 32﹪ 9﹪ 100﹪  

合計 19 24 3 46  

百分比 41﹪ 52﹪ 7﹪ 100﹪  

 

由表 7-9，得知和差問題之整體評量表現為正確解題 72﹪，錯誤解題 28﹪，其中解題說

理表現達到 Level 5 和 4 的有 67﹪，也就是說有 33﹪的學生不太會說理。 

由表 7-10，發現在「解題正確者」中，解題說理表現達到 Level 5 和 4 的高達 93﹪，亦

即只有 7﹪的學生能正確解題，但說理能力尚待加強。 

 

總之，學生在五個題型的解題表現，解題正確比例維持在七八成之間，解題說理表現達

到 Level 5 和 4 的比例則由 56﹪、57﹪提升到 67﹪、71﹪，而「解題正確者」之解題說理表

現達到 Level 5 和 4 的比例則由 64﹪、75﹪提升到 92﹪、93﹪，亦即能正確解題，但說理能

力尚待加強的學生只剩下 7﹪、8﹪，可見學生之說理能力有長足之進步，學生之解題與說理

能力幾乎已能並駕齊驅。 
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二、學生之「解題類型分析」與「解題示例萃取」 

此次評量內容包含：等差問題、乘法巧算、oo××規律、和差問題和倍數問題等五種題型，

每一個題型 2題。茲將學生解題類型分析和解題示例萃取，逐題歸納如下： 

（一）等差問題之解題類型分析 

等差問題第 一 題：2＋4＋6＋8＋----＋54＋56＋58＋60＝（        ），答案正確者的

解題類型有四種，答案錯誤者的解題類型有二種，如下表，其中使用類型一的人數最多，採

此類型的學生多數能清楚說明解題想法，但仍有 6 位學生不太會說理，而採用類型二的學生

則多數呈現答案正確但是不會說理的情況。  

 

表 7-11   等差問題第 一 題 解題類型分析 

 

答案錯誤類型一：（60+2）×30=1860，學生的錯誤點在於將兩兩一組之組數 15 誤植

為 30。 

答案錯誤類型二：(2+4+6+8+10+12+14+16+18+20+22+24+26+28+30)×2=480，學

生的錯誤點在於將 2加到 30 的數當作 2加到 60 的一半。 

答案正確類型一、二：有 5位學生答案正確，但說理錯誤，這類型的學生的學習只學到

表面之解題方法並未深入瞭解解題內涵，值得關注。  

答案正確類型四：學生列式正確，但是在四則混合逐次減項之計算過程格式錯誤，數

學算式之記錄格式方面需要再加強。 

 

解題類型分析 評分 Level  1-5  人數 

5 4 3 2 1 計 

答

案

正

確 

類型一 60÷2=30 ，30÷2=15 

(2+60)×15=62×15=930  

5 8 5 1  19 

類型二 60+2=62，60÷2=30 

62×30=1860，1860÷2=930    

 1 1 4  6 

類型三 一個數一個數慢慢加 1     1 

類型四 四則混合逐次減項之計算過程格

式錯誤 

   1  1 

答

案

錯

誤 

類型一 （60+2）×30=1860     1 1 

類型二 (2+4+6+8+10+12+14+16+18+20+22

+24+26+28+30)×2=480 
    1 1 

計  6 9 6 6 2 29 
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等差問題第 二 題：5＋6＋7＋8＋----＋87＋88＋89＋90＝（      ），答案正確者的解

題類型有四種，答案錯誤者的解題類型有二種，如下表，其中使用類型一、二的人數相當接

近，採類型一的學生多數能清楚說明解題想法，而採用類型二的學生則有半數呈現答案正確

但是不會說理的情況，類型一和類型三分別有一位學生答案正確，但說理錯誤，這類型的學

生的學習只學到表面之解題方法並未深入瞭解解題內涵。  

表 7-12   等差問題第 二 題 解題類型分析 

 

答案錯誤類型一：90÷2=45，(90+1)×45=4095，1+2+3+4+5=15，4095-15=4080。

學生的錯誤點在於將應扣掉的數 1+2+3+4 誤植為 1+2+3+4+5。 

答案錯誤類型二：90+5=95，90÷2=45，95×45=4095。學生的錯誤點在於只注意到最後一

個數 90，忽略前面是從 5 開始，而將項數 43 誤植為 45。 

值得一提的是，答案正確類型四：(6+90)×84÷2=4080，4080+5=4085，學生的說法

如下：「我會加 6 是因為加 5 時，÷2 不會數，84 是=90-6=84，因為我開頭是加 6，

而不是 5，所以減 6，÷2=(6+90)×84÷2=4080，4080 再加上 5=4085，就是答案」，

其中提到【我會加 6 是因為加 5 時，÷2 不會數】，顯現學生的計算能力不佳，為什

麼學生會說【加 5 時，÷2 不會數】，原因是其在項數的處理上有迷思概念，認為從

5 開始算，項數是 90-5，不會算(5+90)×85÷2，而改採 (6+90)×84÷2 ，此為第一

個錯誤，緊接著又將(6+90)×84÷2 之答案算錯，寫成 4080，連錯兩次之後竟然獲

致正確答案，一切純屬巧合。 

 

 

解題類型分析 評分 Level  1-5  人數 

5 4 3 2 1 計 

答

案

正

確 

類型一 90÷2=45，(1+90)×45=4095 

1+2+3+4=10，4095-10=4085   

5 6  1  12 

類型二 90-4=86  86÷2=43 

（90+5）×43=4085   

2 4 5   11 

類型三 90-4=86，90+5=95 

95×86=8170，8170÷2=4085 

 1  1  2 

類型四 (6+90)×84÷2=4080 

4080+5=4085 
   2  2 

答

案

錯

誤 

類型一 90÷2=45，(90+1)×45=4095 

1+2+3+4+5=15，4095-15=4080 
   1  1 

類型二 90+5=95，90÷2=45 

95×45=4095 
    1 1 

計  7 11 5 5 1 29 
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（二）等差問題之解題示例萃取（Level 1-5 各取一例為代表） 

表 7-13 等差問題第一題之解題示例萃取 

 

 

 

等 差 問 題  

第 一 題  

2＋4＋6＋8＋----＋54＋56＋58＋60＝（        ） 

請寫出你的做法和想法！加油！ 

解題示例萃取 評分說明 

Level 5 

（S25） 

 

做

法 

60÷2=30  

30÷2=15  

60+2=62 

62×15=930   A:930 
答案正確，計算

過程和文字說理

正確，而且完

整。 

想

法 

每一個數都是 2 的倍數，所以 60 除以 2 等於

30，也就是有 30 個 2 的倍數，每 2 個一組，

所以 30 再除以 2 等於 15，也就是 15 組， 

每一組加起來都是 62，所以 62 乘以 15 等於

930。 

Level 4 

（S11） 

做

法 

30÷2=15 

(2+60)×15=930   A:930 
答案正確，計算

過程和文字說

理正確，但不夠

完整。 

想

法 
每個數都是 2 的倍數，所以有 30 個數，可是

30 還要除 2，所以是 15，然後 2 加 60 再乘

15 等於答案。  

Level 3 

（S26） 

做

法 

(2+60) ×15 

=62×15 

=930    A：930 

答案正確，計算

過程正確，但直

接將算式翻譯

為文字。 

想

法 

就是呢， 

先把 2 和 60 加起來就等於 62， 

然後 62 再乘 15 答案就會出現了 

Level 2 

（S28） 

做

法 

(2+60)×60÷2 

=62×30 

=1860 

1860÷2=930     A：930 

答案正確，計算

過程正確，文字

說理錯誤。 

 想

法 

2+60 是 62，62×30 是有 30 個 62， ÷2 是因為

每個數都差 2。 

Level 1 

（S15） 

做

法 
(2+4+6+8+10+12+14+16+18+20+22+24+26+2

8+30)×2=480    A：480 

嘗試回答，但答

案不正確，觀念

錯誤。 想

法 

因為

2+4+6+8+10+12+14+16+18+20+24+26+28+30

是一半，所以要×2 
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表 7-14  等差問題第二題之解題示例萃取 

等 差 問 題

第 二 題  

5＋6＋7＋8＋------＋87＋88＋89＋90＝（      ） 

請寫出你的做法和想法！加油！ 

解題示例萃取 評分說明 

Level 5 

（S31） 

做

法 

（1+90）×（90÷2）-（1+2+3+4） 

=91×45-10 

=4095-10=4085    A：4085 

答案正確，計算

過程和文字說理

正 確 ， 而 且 完

整。 

想

法 
1+90=91，2+89=91，以此類推，90÷2=45，因為

共有 45 個 91，所以是 91×45，但因為題目並沒

有 1+2+3+4，所以 91×45 後，還要減掉 1+2+3+4。 

Level 4 

（S17） 

做

法 

高 90÷1=90 ,90-4=86  

(5+90)×86÷2＝（4085）  

=95×43 

=4085          

A:4085 

答案正確，計算

過程和文字說理

正確，但不夠完

整。（計算記錄格

式錯誤） 想

法 

先把 90+5，因為 90+5 一組，89+6 一組……以此

類推，因為把 2 個 2 個一組，所以把 86÷2，又因

為是從 5 開始的，有 4 個數沒數到，就把 90-4(先

-4 歐~~~)，所以(5+90)×43 就是答案了!!  

Level 3 

（S14） 

做

法 

90-4=86 

5+90×43=4085 

A：4085 

答案正確，計算

過程正確，但直

接將算式翻譯為

文字。 

想

法 

先 90-4 答案出來以後再÷2，再把 5+90 答案出來

之後，2 個再相乘。 

Level 2 

（S05） 

做

法 

90÷2=45 

(90+1)×45=4095 

1+2+3+4+5=15 

4095-15=4080     

A：4080 

答案不正確，但

包含正確的數學

推理。 

想

法 

90÷2 是把 90 個數字除 2，是因為 90 個數字有 45

對，(90+1)×45 有 45 對都是 91，1+2+3+4+5 是把

前面沒有的數字加起來，再減掉。 

 

Level 1 

（S16） 

做

法 

90+5=95  

90÷2=45 

95×45=4095 

A:4095 

嘗試回答，但答

案不正確，觀念

錯誤。 

想

法 

因為他們每一組的答案算出來都是 95，要算有

幾組，用 90÷2=45 就可以了，然後 95×45 就是

答案。 
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（三）乘法巧算之解題類型分析 

乘法巧算第 一 題：25×125×28×32＝（   ），答案正確者的解題類型有三種，答案錯誤

者的解題類型有二種，如下表，其中使用類型一的人數最多，採此類型的學生也多數能清楚

說明解題想法，其中有一位學生會使用 25×28=700，125×32=4000，但在說理過程中顯

現該生不懂其意義。採用類型二的學生，雖然忘記使用 25×4＝100，125×8＝1000，進行乘

法巧算，但是仍能採用較簡易的方式計算。  

 

表 7-15   乘法巧算第 一 題 解題類型分析 

 

答案錯誤類型一：25×28=700，125×32=4000，4000＋700=4700。學生的錯誤點在

於將 4000×700=2800000 誤植為 4000＋700=4700。 

答案錯誤類型二：125×32=4000，25×28=700，4000×700=280000，學生的錯誤點

在於少寫一個零。 

值得一提的是，答案正確類型三：該生雖然以一個一個慢慢乘的方式進行計算，但

是由於題目中並未強調一定需要用 25×4＝100，125×8＝1000，進行乘法巧算，所以仍然

算是成功解題。 

 

 

 

 

 

 

 

解題類型分析 評分 Level  1-5  人數 

5 4 3 2 1 計 

答

案

正

確 

類型一 25×28=700，125×32=4000  

4000×700=2800000 

11 5 6 1  23 

類型二 25×32=800，28×125=3500 

800×3500=2800000 

1 1 2   4 

類型三 一個一個慢慢乘   1    

答

案

錯

誤 

類型一 25×28=700，125×32=4000 

4000＋700=4700 
    1 1 

類型二 125×32=4000，25×28=700 

4000×700=280000 
   1  1 

計  12 6 9 2 1 29 
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乘法巧算第 二 題 ： 25×16×36×125＝（   ），答案正確者的解題類型有三種，答案錯誤

者的解題類型有三種，如下表，其中使用類型一的人數相當多，採類型一的學生多數能清楚

說明解題想法，而採用類型二的學生則有超過半數呈現答案正確但是不會說理的情況。  

 

表 7-16   乘法巧算第 二 題 解題類型分析 

 

答案錯誤類型一：25×16=310，125×36=4500，310＋4500=4810。學生的錯誤點在於將

25×16 計算錯誤為 310 ，更將兩數相乘誤植為兩數相加。 

答案錯誤類型二：125×36=9000，學生的錯誤點在於以為 125×4＝1000。 

答案錯誤類型三：25×36=900，125×16=2000，900×2000=18000000，學生的錯誤

點在於多寫一個零。 

 

 

 

 

 

 

解題類型分析 評分 Level  1-5  人數 

5 4 3 2 1 計 

答

案

正

確 

類型一 25×4×9=900，125×8×2=2000 

2000×900=1800000 
9 5 3   17 

類型二 25×16=400，36×125=4500 

400×4500=1800000 
1 1 6   8 

類型三 一個一個慢慢乘   1   1 

答

案

錯

誤 

類型一 25×16=310，125×36=4500 

310＋4500=4810 
    1 1 

類型二 125×36=9000，25×16=400 

9000×400=3600000   
    1 1 

類型三 25×36=900，125×16=2000 

900×2000=18000000 
   2  1 

計  10 6 10 2 2 29 
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（四）乘法巧算之解題示例萃取（Level 1-5 各取一例為代表） 

表 7-17  乘法巧算第一題之解題示例萃取 

乘 法 巧 算

第 一 題  

25×125×28×32＝（  ） 

算算看，並說出你的解題方法！GO！ 

解題示例萃取 評分說明 

Level 5 

（S22） 

做

法 

25×125×28×32 

=25×28×125×32 

=700×4000 

=2800000         

A:2800000 

答案正確，計算

過程和文字說理

正 確 ， 而 且 完

整。 

想

法 

我的想法是 25×4=100，125×8=1000，所以變換位

子成 25×28×125×32， 

28 是 4 的 7 倍，100×7=700，32 是 8 的 4 倍， 

1000×4=4000， 

700×4000=2800000 

Level 4 

（S04） 

做

法 

25×28=700 

125×32=4000  

4000×700=2800000     

A:2800000 

答案正確，計算

過程和文字說理

正確，但不夠完

整。 想

法 

28 是 7 個 4，所以是 700，32 是 4 個 8 ，所以是

4000，答案是 4000×700＝2800000。 

Level 3 

（S13） 

做

法 

25×28=700 

125×32=4000 

4000×700=2800000     

A:2800000 

答案正確，計算過

程正確，但說理簡

略不清楚。 

想

法 

25×28 是因為乘起來=700 是整數，125×32=4000

也是整數，4000×700=2800000，這樣比較好算。 

 

Level 2 

（S29） 

做

法 

125×32=4000 

25×28=700 

4000×700=2800000 

答案正確，計算

過程正確，文字

說理錯誤。 想

法 

125×32，因為 125 它只要乘 4，他一定變成千

位，32 的最小公因數是 4，所以是 4000，25 它

只要乘有關 8 的數，那個數就是百位，所以 2

數加起來就是 2800000。 

Level 1 

（S07） 

做

法 

25×28=700 

125×32=4000 

4000＋700=4700 

嘗試回答，但答案

不正確，觀念錯

誤。 想

法 

先算 25×28=700 

再算 125×32=4000 

再把 4000＋700=4700 
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表 7-18 乘法巧算第二題之解題示例萃取 

乘 法 巧 算

第 二 題  

25×16×36×125＝（  ） 

算算看，並說出你的解題方法！GO！ 

 

解題示例萃取 評分說明 

Level 5 

（S02） 

做

法 

25×4×9=900 

125×8×2=2000 

2000×900=1800000 

A:1800000 
答案正確，計算

過程和文字說理

正 確 ， 而 且 完

整。 

想

法 

因為 25×4=900，36 能拆成 4×9，所以，25×4×9=900 

因 為 125×8=1000 ， 16 能 拆 成 4×9 ， 所 以 ，

125×8×2=2000 

2000×900=1800000。 

 

Level 4 

（S32） 

做

法 

25×16=400 

36×125=4500 

400×4500=1800000 

A:1800000 

答案正確，計算過

程和文字說理正

確，但不夠完整。 

想

法 

25×16=400， 36×125=4500，一共有 4 個 0，先把

4 個 0 拿掉，4×45=180，180 再加 4 個 0，就是答

案 1800000。 

Level 3 

（S06） 

做

法 

900×2000=1800000 

A:1800000 

 

答案正確，計算過

程正確，但說理簡

略不清楚。 想

法 

因為 36÷4 可以整除，答案是 9，所以是 900， 

因為 16÷8 可以整除，答案是 2，所以是 2000， 

然後再 2000×900=1800000 就是答案了。 

Level 2 

（S34） 

做

法 

25×36=900 

125×16=2000 

900×2000=18000000    A:18000000 

答案不正確，但

包含正確的數學

推理。 想

法 

把 25×36=900 

125×16=2000 

900×2000=18000000 答案就出來了 

Level 1 

（S29） 

做

法 

125×36=9000 

25×16=400 

9000×400=3600000  A:3600000 

嘗試回答，但答案

不正確，觀念錯

誤。 想

法 

125 它只要乘 4 的倍數他一定是千位，而 25 只

要乘 8 的倍數，它也會變成百位，以此類推，

就是 3600000。 
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（五）ooxx 規律之解題類型分析 

ooxx 規律第 一 題 ： oooxxxxoooxxxx，如此有規律的排下去，第 52 個是 o還是 x？ 

答案正確者的解題類型有五種，答案錯誤者的解題類型只有一種，如下表：  

 

表 7-19   ooxx 規律第 一 題 解題類型分析 

 

答案正確者的解題類型有五種，多數學生以 7個一組的方式來處理，由於題目畫了

oooxxxxoooxxxx，因此有兩位學生以 14 個一組的方式來處理。從類型三到五，一共有 16 位

學生以土法煉鋼方式解題，可見學生能夠盡量想辦法解題。 

 

 

 

 

解題類型分析 評分 Level  1-5  人數 

5 4 3 2 1 計 

答

案

正

確 

類型一 52÷7＝7………3 

oooxxxx 

123 

A：o 

7 4    11 

類型二 52÷14＝3………10 

A：第 52 個是 o 
2     2 

類型三 oooxxxx 是 7 個，7x7＝49 

52-49＝3 

A：o 

 

3     3 

類型四 oooxxxxoooxxxxoooxxxxoooxxxxoooxxx

xoooxxxxoooxxxxooo 

A：o                                          

 1 7 2  10 

類型五 3＋4＋3＋4＋3＋4＋3＋4＋3＋4＋

3＋4＋3＋4＝49 

49 是×，49＋3＝52，52 是 o     

A：o 

 2 1   3 

答

案

錯

誤 

類型一 

 

 

 

52÷3＝17………1 

52÷4＝13 

4＝x 

A：x 

    1 1 

計  12 7 8 2 1 30 
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ooxx 規律第 二 題 ： oxxoooxxxxoooooxxxxxx，如此有規律排下去，第 56 個和第 57 個

各是 o還是 x？，答案正確者的解題類型有四種，答案錯誤者的解題類型有二種，如下表：  

 

表 7-20   ooxx 規律第 二 題 解題類型分析 

 

答案錯誤類型一：學生的錯誤點在於數數錯誤。 

答案錯誤類型二：學生的錯誤點在於數數錯誤，並誤以為奇數是 o，偶數是 x。 

   答案正確者的解題策略相當多樣化，也顯示學生有解決非例行性問題的能力。 

解題類型分析 評分 Level  1-5  人數 

5 4 3 2 1 計 

答
案
正
確 

類型一 12345678910  
oxoxoxoxox 
1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋10＝55 
56－55＝1＝o 
57－55＝2＝o 
A：56 是 o，57 是 o 

7 5    12 

類型二 oxxoooxxxxoooooxxxxxxoooooooxxxxx
xxxoooooooooxxxxxxxxxx 
ooooooooooo  

5 
A：56 是 o，57 是 o 

1  6 4  11 

類型三 oψψo o oψψψψo o o o oψψψ
ψψψo o o o o o oψψψψψψψ
ψo o o o o o o o oψψψψψ 
ψψψψψo o 

56 個，57 個 
A：56 是 o，57 是 o 

 1    1 

類型四 oxxoooxxxxoooooxxxxxxoooooooxxxxx
xxxoooooooooxxxxxxxxxxooooooooooo 
1＋3＋5＋7＋9＋11＝36 
2＋4＋6＋8＋10＝30 
36＋30＝66 
66－9＝57＝o 
66－10＝56＝o              
 A：56 是 o，57 是 o 

 1    1 

答
案
錯
誤 

類型一 
 
 

oxxoooxxxxoooooxxxxxxoooooooxxxxx
xxxoooooooooxxxxxxxxxxooooooooooo  

 
A：56 x，57 o 

   1  1 

類型二 oxxoooxxxxoooooxxxxxxoooooooxxxxx
xxxoooooooooxxxxxxxxxxooooooooooo  

56，57 
56 是偶數＝x，57 是奇數＝o 
 

    4 4 

計  8 7 6 5 4 30 
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（六）ooxx 規律之解題示例萃取（Level 1-5 各取一例為代表） 

 

表 7-21  ooxx 規律第一題之解題示例萃取 

ooxx 規 律  

第 一 題  

oooxxxxoooxxxx…，如此有規律的排下去， 
第 52 個是 o還是×？  請寫出你的做法和想法！加油！ 

解題示例萃取 評分說明 

Level 5 

（S31） 

做

法 

52÷7＝7………3 

oooxxxx 

123 

A：o 

 

答案正確，計算

過程和文字說理

正 確 ， 而 且 完

整。 
想

法 
因為一組 oooxxxx 共有 7 個符號，第 52 個是 7 組多 3

個，而每組第 3個是 o， 

所以答案是 o 

Level 4 

（S15） 

做

法 

3＋4＋3＋4＋3＋4＋3＋4＋3＋4＋3＋4＋3＋4

＝49 

49 是× 

49＋3＝52 

52 是 o 

A：o 

答案正確，計算

過程和文字說理

正確，但不夠完

整。 

想

法 

因為 o 是 3 個一跳，×是 4 個一跳，所以要 3＋4，3

＋4 一對，到 52 是 o 

Level 3 

（S05） 

做

法 

oooxxxxoooxxxxoooxxxxoooxxxxoooxxxxoooxxxxoooxx

xx oooxxxx oooxxxx 
答案正確，計算

過程正確，但文

字說理簡略不清

楚。 

想

法 我先把 o和 x畫到第 52 個就是答案了 

Level 2 

（S36） 

做

法 
A：52 是 o 答案正確，無計算

過程，文字說理簡

略不清楚。 

 

想

法 一個一個算。 

Level 1 

（S21） 

做

法 

52÷3＝17………1 

52÷4＝13 

4＝× 

A：× 

 

嘗試回答，但答案

不正確，觀念錯

誤。 

想

法 

我用 52÷3＝17……1有餘數，所以不是 O，52÷4＝13 沒

有餘數，所以是×，×就是答案。 
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表 7-22   ooxx 規律第二題之解題示例萃取 

ooxx 規 律  

第 二 題  

oxxoooxxxxooooooxxxxxxx……如此有規律排下去， 

第 56 個和第 57 個各是 o還是×？    請寫出你的做法和想法！加油！ 

解題示例萃取 評分說明 

Level 5 

（S08） 

做

法 

12345678910  

oxoxoxoxox 

1＋2＋3＋4＋5＋6＋7＋8＋9＋10＝55 

56－55＝1＝o 

57－55＝2＝o 

A：56 是 o，57 是 o 

答案正確，計算過

程和文字說理正

確，而且完整。 想

法 
1 是 1 個 o，2 是 2 個×，照這樣排下去，因為 55 是最

後一個×， 

所以 55 加 1 也是 o，加 2也是 o，這樣就是答案了。 

Level 4 

（S16） 

做

法 

oψψo o oψψψψo o o o oψψψψψψo o o o o 

o oψψψψψψψψ 

o o o o o o o o oψψψψψψψψψψo o 

56 個，57 個 

A：各是 o  

答案正確，計算過

程和文字說理正

確，但不夠完整。 

想

法 

我用一個一個畫，畫到 56 和 57 的 o，再把 o是奇數×

是偶數，再把是×的 o弄掉就是了。 

Level 3 

（S21） 

做

法 

oxxoooxxxxoooooxxxxxxoooooooxxxxxxxxooooooooox

xxxxxxxxxooooooooooo 

 

A：都是 o 

答案正確，計算過

程正確，但文字說

理簡略不清楚。 

想

法 
我是慢慢的畫才知道的 

Level 2 

（S14） 

做

法 

oxxoooxxxxoooooxxxxxxoooooooxxxxxxxxooooooooox

xxxxxxxxx 

A： × 

答案不正確，但包

含正確的數學推

理。 想

法 

 

因為 o 是 1 個，×就變 2 個，所以一直加一直加到第

52 個，答案就出來了。 

 

Level 1 

（S18） 

做

法 

oxxoooxxxxoooooxxxxxxoooooooxxxxxxxxooooooooox

xxxxxxxxxooooooooooo 

 

56，57 

56 是偶數＝×，57 是奇數＝o 

 

嘗試回答，但答案

不正確，觀念錯

誤。 

想

法 

o 是奇數，x是偶數，56 是偶數，57 是奇數，所以 56

是×，57 是 o，因為×是 2、4、6、8、10......，o 是

1、3、5、7、9....，都有規律。 
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（七）和差問題之解題類型分析 

和差問題第 一 題 ： 剛考完試，小丸子國語、數學兩科合起來是 192 分，國語比數學多
4 分，請問小丸子國語、數學各考幾分？答案正確者的解題類型有二種，答案錯誤者的解題
類型也有二種，如下表：  

 

表 7-23  和差問題第 一 題 解題類型分析 

 

答案錯誤類型一：學生的錯誤點在於計算錯誤，甚為可惜，也凸顯計算能力需要

再加強。 

答案錯誤類型二：192÷2＝96，96＋4＝92，92－4＝88，A：國 92 分，數 88 分。

學生的錯誤點在於誤以為相差四分需要加 4，減 4，也缺乏完成解題活動後，再次檢查

驗算之習慣。 

值得一提的是，答案正確者解題類型有兩類，人數不相上下，也大多能清楚說明自己的

解題策略和想法，。 

 

 

 

 

 

 

解題類型分析 評分 Level  1-5  人數 

5 4 3 2 1 計 

答

案

正

確 

類型一 192－4＝188 

188÷2＝94 

94＋4＝98 

A：國 98 分  數 94 分 

8 5 1   14 

類型二 做法：192÷2＝96 

4÷2＝2 

96-2＝94 

96＋2＝98            

A：國：98 分  數：94 分 

3 6 1 1  12 

答

案

錯

誤 

類型一 計算錯誤    5  5 

類型二 192÷2＝96 

96＋4＝92 

92－4＝88    

A：國 92 分，數 88 分 

    1 1 

計  11 11 2 6 1 31 
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和差問題第 二 題 ： 大雄把 800cc 的飲料裝成兩杯，大杯比小杯多 40cc，請問

大杯，小杯飲料各是多少 cc？答案正確者的解題類型有二種，答案錯誤者的解題類型有

二種，如下表： 

 

表 7-24   和差問題第 二 題 解題類型分析 

 

 

答案錯誤類型一：學生的錯誤點在於大小杯之數量錯置，甚為可惜。 

答案錯誤類型二：三個學生雖然學生有意願嘗試作答，但是答案不正確，觀念錯誤。 

值得一提的是，答案正確者解題類型有兩類，人數不相上下，也大多能清楚說明自己的

解題策略和想法。 

 

 

 

 

解題類型分析 評分 Level  1-5  人數 

5 4 3 2 1 計 

答

案

正

確 

類型一 800-40＝760 

760÷2＝380 

380＋40＝420 

A：大杯：420cc   小杯：380cc 

6 7  1  13 

類型二 800÷2＝400 

40÷2＝20 

400-20＝380…小 

400＋20＝420…大 

A：大杯：420cc   小杯：380cc 

4 5 3 1  13 

答

案

錯

誤 

類型一 800-40＝760 

760÷2＝380 

380＋40＝420 

A：大：380cc   小：420cc 

   1  1 

類型二 答案不正確，觀念錯誤。     3 4 

計  10 12 3 3 3 31 
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（八）和差問題之解題示例萃取（Level 1-5 各取一例為代表） 

表 7-25  和差問題第一題之解題示例萃取 

和 差 問 題

第 一 題  

剛考完試，小丸子國語、數學兩科合起來是 192 分，國語比數學多 4分，請問

小丸子國語、數學各考幾分?   

請寫出你的做法和想法！加油！ 

解題示例萃取 評分說明 

Level 5 

（S23） 

做

法 

192－4＝188 

188÷2＝94…數 

94＋4＝98…國 

A： 數：94 分    國：98 分 
答案正確，計算過

程和文字說理正

確，而且完整。 
想

法 
先把 4 分給國語，再用扣掉的分數除 2，就是各

科平均分數，也就是數學的分數，為什麼要加

4？因為國語比數學多 4 分，所以要加 4。 

Level 4 

（S12） 

做

法 

192－4＝188 

188÷2＝94 

94＋4＝98 

A：國：98 分   數：94 分 

答案正確，計算過

程和文字說理正

確，但不夠完整。 

想

法 

先把 192 分減 4，是因為先把國語多的分數先減

掉＝188，188÷2 是因為兩科的分數，再把國語

94 分加 4 分，是因為國語多數學 4，所以要加 4。 

 

Level 3 

（S02） 

做

法 

192÷2＝96 

4÷2＝2 

96－2＝92 

96＋2＝98 

A：國 98 分   數 94 分 

答案正確，計算過

程正確，但文字說

理簡略不清楚。 

 

想

法 

我先把 4÷2＝2，再 96－2＝94 就是數學成績，

再 96＋2＝98 就是國語的成績了。 

Level 2 

（S07） 

做

法 

192－2＝188 

188÷2＝92 

92＋4＝96 

A：國語 96 分   數學 92 分 

 

答案不正確，但包

含正確的數學推

理。 

想

法 

先把 4 分給國語，188 除以 2＝92＝數學的分數， 

92＋4＝國語的分數＝96。 

 

Level 1 

（S03） 

做

法 

192÷2＝96 

96＋4＝92 

92－4＝88   A：國 92 分，   數 88 分 

嘗試回答，但答案

不正確，觀念錯

誤。 想

法 
因為 192 除 2 等於 96 所以 
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表 7-26 和差問題第二題之解題示例萃取 

和 差 問 題

第 二 題  

大雄把 800cc 的飲料裝成兩杯，大杯比小杯多 40cc，請問大杯，小杯

飲料各是多少 cc？ 

請寫出你的做法和想法！加油！ 

解題示例萃取 評分說明 

Level 5 

（S35） 

做

法 

800-40＝760 

760÷2＝380 

380＋40＝420 

A：大杯：420cc   小杯：380cc 
答案正確，計算過

程和文字說理正

確，而且完整。 
想

法 
我把 40 cc 先分給大杯的，然後剩下的再平分，

再將原來大杯的 40 cc 加回去，所以大杯是 420 

cc，小杯是 380cc。 

Level 4 

（S32） 

做

法 

800-40＝760 

760÷2＝380 

380＋40＝420 

A：小：420cc   大：380cc 

答案正確，計算過

程和文字說理正

確，但不夠完整。

（有筆誤） 想

法 

800-40＝760 就是大小杯合起來是 800 cc，減

40cc 是因為大杯比小杯多 40cc 就是 760，760

÷2＝380，760 除以 2 等於 380，就等於小杯的

cc，之後再把 380＋40 等於小杯的 cc。 

Level 3 

（S16） 

做

法 

800÷2＝400 

400＋20＝420 

400-20＝380 

A：大：420cc   小：380cc 

答案正確，計算過程

正確，但文字說理簡

略不清楚。 

 想

法 

因為 800cc 是兩杯裝起來的，所以大杯會比小

杯大，40cc 是一個要＋20 一個減 20。 

Level 2 

（S13） 

做

法 

800-40＝760 

760÷2＝320 

320＋40＝360 

360＋20＝380 

380＋40＝420 

A：大：420cc   小：380cc 

答案正確，計算過

程錯誤，文字說理

簡略不清楚。 

想

法 

因 800-40 是因為大杯的飲料多 40cc，所以才

把 800cc-40＝760， 

760÷2 就是小杯飲料的答案，等於，＋40 大杯

是 380cc＋40cc＝420cc 就是答案。 

Level 1 

（S34） 

做

法 

800÷2＝400 

400-40＝300 

A：大杯：400cc   小杯：300cc 

嘗試回答，但答案不

正確，觀念錯誤。 

想

法 

先把 800÷2＝400 

400 減 40＝300 

A：大：400cc   小：300cc 
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（九）倍數問題之解題類型分析 

倍數問題第 一 題 ： 紅 球 、 黃 球 共 240 個 ， 紅 球 的 數 量 是 黃 球 的 5 倍 ， 請

問 紅 球 、 黃 球 各 有 幾 個 ？ 答案正確者的解題類型有二種，答案錯誤者的解題類型有三

種，如下表：  

表 7-27  倍數問題第 一 題 解題類型分析 

 

答案錯誤類型一：學生的錯誤點在於紅 球 、 黃 球 之數量錯置，甚為可惜。 

答案錯誤類型二：學生的錯誤點在於將紅 球 的 數 量 是 黃 球 的 5 倍 以 「240÷5」處

理，然後再繼續作演算。 

答案錯誤類型三：學生的錯誤點在於認為有兩種球所以要先除以 2，然後再繼續作演算。

學生說法如下：「因為紅、黃球共 240 個，要平均二等份，然後紅球是黃球的 5 倍，

所以乘以 5 答就出來了」。 

答案正確類型一、二之差別在於類型一計算過程正確完整，類型二計算過程正確不夠完

整。 

 

 

解題類型分析 評分 Level  1-5  人數 

5 4 3 2 1 計 

答

案

正

確 

類型一 紅 l－l－l－l－l－l     

黃 l－l 

5＋1＝6 

240÷6＝40 

40×5＝200    

 A：紅 球 200 個 ，  黃 球 40 個  

6 4    10 

類型二 紅 l－l－l－l－l－l     

黃 l－l 

240÷6＝40 

40×5＝200 

A：紅 200 個 ， 黃 40 個  

 13 1   14 

答

案

錯

誤 

類型一 240÷6＝40 

40×5＝200    A：紅：40，黃：200 

   2  2 

類型二 240÷5＝48， 

240-48＝192   

A： 48 紅 球 ， 192 黃 球  

    3 3 

類型三 240÷2＝120，120×5＝600 

A：紅 球： 600 個，黃 球： 120 個  
    3 3 

計  6 17 1 2 6 32 
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倍數問題第 二 題：紅 豆 180 公 斤，分 成 A、 B、 C 三 包， A 是 B 的 3 倍， B

比 C 多 20 公 斤 ， 請 問 A、 B、 C 各 是 多 少 公 斤 ？ 答案正確者的解題類型有二種，

答案錯誤者的解題類型有三種，如下表：  

表 7-28   倍數問題第 二 題 解題類型分析 

 

答案錯誤類型一：學生的錯誤點在於答案之答案或單位錯置，甚為可惜。 

答案錯誤類型二：學生的錯誤點在於認為要分成三包，所以要先除以 3，然後再繼續作演算。 

答案正確類型一、二之差別在於類型一計算過程正確完整，類型二計算過程正確不夠完整。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解題類型分析 評分 Level  1-5  人數 

5 4 3 2 1 計 

答

案

正

確 

類型一 180＋20＝200 

200÷5＝40 

40－20＝20 

40×3＝120             

A： A120 公斤，B40 公斤，C20 公斤 

13 6 2   21 

類型二 200÷5＝40 

40×3＝120 

40－20＝20 

120＋40＋20＝180        

A： A120 公斤，B40 公斤，C20 公斤 

 1    1 

答

案

錯

誤 

類型一 答寫錯    2  2 

類型二 以 180÷3＝60 為起始，再做演算     4 4 

 類型三 答案不正確，觀念錯誤     4 4 

計  13 7 2 2 8 32 
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（十）倍數問題之解題示例萃取（Level 1-5 各取一例為代表） 

表 7-29  倍數問題第一題之解題示例萃取 

倍 數 問 題  
第 一 題  

紅 球 、 黃 球 共 240 個 ， 紅 球 的 數 量 是 黃 球 的 5 倍 ， 請 問 紅 球 、
黃 球 各 有 幾 個 ？  
算算看，並說出你的解題方法！GO！ 

解題示例萃取 評分說明 
Level 5 

（S19） 
做
法 

l－l－l－l－l－l 紅 
l－l 黃 
5＋1＝6 
240÷6＝40 
40×5＝200…紅  
40×1＝ 40… 黃    A：紅 200 個 ， 黃 40 個  

答案正確，計算過

程和文字說理正

確，而且完整。 
想
法 

紅 、 黃 球 一 共 有 240 個 ， 紅 球 是 黃 球 的 五
倍，所 以 紅 球 有 5 小 段，黃 球 只 有 一 小 段 ，
加 起 來 總 共 有 6 小 段，把 240（ 紅 球 和 黃 球
合 起 來 的 數 量 ） ÷6＝ 40， 所 以 一 小 段 有 40
顆，40×5＝200，200 是紅球的數量，40×1＝40，
40 是黃球的數量。 

Level 4 
（S28） 

做
法 

紅 l－l－l－l－l－l 
黃 l－l 
240÷6＝40 
40×5＝200        A：紅 ： 200 個 ， 黃 ： 40 個  

答案正確，計算過

程和文字說理正

確，但不夠完整。 
想
法 

紅 球 、 黃 球 一 共 有 240 個 ， 一 共 有 6 倍 ，
所 以 除 以 6 就 是 一 倍 的 數 是 40， 紅 球 有 5
倍 就 乘 以 5 就 是 200，黃 球 是 1 倍 就 乘 以 1
就 是 40。  

Level 3 
（S07） 

做
法 

紅 l－l－l－l－l－l     
黃 l－l 
240÷6＝40 
40×5＝200            A：紅 ： 200， 黃 ： 40 

答案正確，計算過

程正確，但文字說

理簡略不清楚。 

 
想
法 

240÷6＝40，40 是黃球，然後 40×5＝200，200 是紅球。 

Level 2 
（S02） 

做
法 

紅 l－l－l－l－l－l     
黃 l－l 
240÷6＝40 
40×5＝200 
40＝紅 球 200＝黃 球  A：紅 球 40， 黃 球 200 

答案不正確，但包

含正確的數學推

理。 

想
法 

黃球是紅球的 5 倍，把 240÷6＝40，40 就是紅球；40
×5＝200，200＝黃球 

Level 1 
（S13） 

做
法 

紅 l－l－l－l－l－l－l    
黃 l－l 
240÷2＝120 
120＋50＝170 
120÷50＝70    A：紅 球 170 個 ， 黃 球 70 個  

嘗試回答，但答案

不正確，觀念錯

誤。 

想
法 

因為他說有黃、紅 2 種顏色，所以除 2 等於 120，
然後它說紅球是黃球的 5 倍，所以把 120＋50
＝170，再把 120-50＝70 這樣就是答案。 
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表 7-30  倍數問題第二題之解題示例萃取 

倍 數 問 題  

第 二 題  

紅 豆 180 公 斤 ， 分 成 a、 b、 c 三 包 ， a 是 b 的 3 倍 ， b 比 c 多

20 公 斤 ， 請 問 a、 b、 c 各 是 多 少 少 公 斤 ？  

算算看，並說出你的解題方法！GO！ 

解題示例萃取 評分說明 

Level 5 

（S05） 

做

法 

180＋20＝200 

200÷5＝40 

40－20＝20 

40×3＝120       A： A120 公斤，B40 公斤，C20 公斤 
答案正確，計算

過程和文字說理

正 確 ， 而 且 完

整。 

想

法 

我先把 C 加 20 是因為 C 少了 20kg，加回 20kg ，

A、B、C 的每一段就一樣長,這樣比較好算。200

除 5 是因為 A,B,C 加起來是 5 倍，再把 40－20 是

因為 C 剛才有借 20，所以現在要減 20，再把 40×3

＝120 就是 A 的答案。 

Level 4 

（S18） 

做

法 

180＋20＝200 

200÷5＝40 

40×3＝120 

40－20＝20  A：A120 公斤  B40 公斤  C20 公斤 

答案正確，計算

過程和文字說理

正確，但不夠完

整。（有筆誤） 

 

 

想

法 

先把圖畫出來，因為 C 只差 B 20 公斤，所以加

20 等於 180＋20＝200，A 是 B 的 3 倍，B 比 C 多

20，全加起來等於 5，然後 200 除 5＝40， 

A 是 3 倍，所以 40×3＝120，B 是 40， 

因為 C 比 B 少 20kg，所以 40－20 等於 20，答案

就出來了。 

Level 3 

（S36） 

做

法 

180＋20＝200 

200÷5＝40 

40－20＝20 

40×3＝120     A：A： 120 kg，B：40 kg，C：20 kg  

答案正確，計算過

程正確，但文字說

理簡略不清楚。 

 想

法 

在 180+2＝200 

200÷5＝40 

40－20＝20 

40×3＝120 

Level 2 

（S12） 

做

法 

180＋20＝200 

200÷5＝40 

40×3＝120      A：A： 120 ，B：40，C：30 

答案不正確，但

包含正確的數學

推理。 想

法 

我是先把 180＋20 是因為先算出全部， 

200除5是因為要算出B的答案和一格是幾公斤，答40， 

40×3 是因為 A是 B的 3倍。 

Level 1 

（S02） 

做

法 

180÷6＝30 

30×3＝90 

30＋20＝60     A：A： 90 ，B：60，C：30 

嘗試回答，但答案

不正確，觀念錯

誤。 想

法 

紅豆 180，A 是 B 的 3 倍是 90，B 比 C 多 20 公斤

是 60，C 是 30。 
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捌、分享與建議 

一、實施 QUASAR 紙筆認知評量，遭遇的困難與解決策略 

（一）遭遇的困難 

實施 QUASAR 紙筆認知評量，首先遭遇到的困難是學生的文字敘述說理能力不佳，影響

評量的進行。雖然小六學生已有相當多參與數學評量的經驗，但是在其國小六年的學習生涯

中，數學評量方式不外乎選擇、填空、計算、繪圖、測量和解題等，鮮少進行數學說理之評

量。因此，筆者在實施 QUASAR 紙筆認知評量方案初期，發現多數學生能夠正確解題，但是不

知如何說明算式的意義，有的學生甚至照著算式記錄一句一句翻譯成文字，完全不見數學說

理的痕跡，由於學生的「解題能力」和「說理能力」落差很大，以致 QUASAR 紙筆認知評量之

實施受到考驗。 

實施 QUASAR 紙筆認知評量的第二個困難是評分規準 5 個 Level 之分際難以掌握，影響評

分的信度。雖然 QUASAR 紙筆認知評量明訂 5個 Level 之評分規準，然而筆者真正進行評分時，

常常在 Level 1-5 的選定之間徘徊難以下筆，評閱一份考卷需要花很長的時間，更令筆者苦

惱的是，當過了一些時日，再度評閱同一份試卷時，會出現前後評分結果不一的情況，評分

規準內涵之難以掌握，讓 QUASAR 紙筆認知評量之實施再一次受到考驗。 

（二）解決策略 

針對學生文字敘述說理能力不佳之問題，筆者採三部曲之解決策略，首先透過教學活動

培養學生口語說數學的能力，其次引導學生到多媒體討論區練習解題說理和討論，提供學生

更多練習數學說理與討論的機會，然後根據學生在多媒體討論區的表現，配合評分規準說明

其優點和待改進之處，以此三部曲導入 QUASAR 紙筆認知評量，結果顯示學生的文字敘寫和說

理能力呈現大幅之進步。 

關於評分規準 5 個 Level 之分際難以掌握之問題，則分兩步驟進行解決，首先將重點放

在「評分規準之熟悉與掌握」，做法是在評分時除了打上分數還附上評語，如此一來，除了

可以幫助自己迅速掌握評分規準之內涵和 5個 Level 的分際之外，更可以提供自己隨時進行

檢核，其次是透過「一份試卷評分兩次」之方式尋求前後評分之一致。 
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二、實施 QUASAR 紙筆認知評量，資料的運用與延展 

    實施 QUASAR 紙筆認知評量，將學生之解題與說理資料依 Level 1 到 5 分類整理之後，

發現 Level 2 和 1 之錯誤解法，正是編製選擇題「誘答選項」之最佳參考，而將學生之正確

解題和錯誤解法相互搭配，則可以進行複式評量試題之編製和研發。 

（一）選擇題編製 

關於選擇題的編製，最難的地方就在於選項答案數據之設定，而 Level  2 和 1 之錯誤解

答正是選項答案數據之最佳參考來源，筆者根據 QUASAQR 紙筆認知評量資料，編製數題選擇

題，茲列舉一二如下: 

 

（1）2+4+6+8+……+56+58+60=？（1）1860（2）1829（3）1798（4）930 

 

   學生解題分析與選項數據設計 

正 

確 

解 

題 

60÷2=30，30÷2=15 

2＋60＝62 

62×15＝930 

 

60÷2=30 

（2＋60）×30÷2 

＝930 

 

錯 

誤 

點 

 

2＋60＝62 

62×30＝1860 

 

 

 

（2＋60）×60÷2 

＝1860 

 

 

（2＋60）×58÷2 

＝1798 

 

（2＋60）×59÷2 

＝1829 

 

 

（2）5+6+7+8+……+38+39+40=？（1）787.5（2）810（3）820（4）900 

 

學生解題分析與選項數據設計 

正 

確 

解 

題 

5＋40＝45 

40－4=36 

36÷2=18 

45×18＝810 

 

40－4=36 

（5＋40）×36÷2＝810 

（1＋40）×40÷2=820 

1＋2＋3＋4=10 

820－10=810 

錯 

誤 

點 

5＋40＝45 

40÷2=20 

45×20＝900 

 

 

 

（5＋40）×40÷2 

＝900 

 

 

 

（1＋40）×40÷2 

=820 

 

 

40－5=35 

（5＋40）×35÷2 

＝787.5 
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（二）複式評量試題編製 

     複式評量的作法是從學生的解法中，各選擇一至二種正確解法和錯誤解法，混合組

成一個評量題目，請學生判斷哪一個作法正確，哪一個作法錯誤，並針對錯誤加以修正。此

評量方式旨在評量學生判斷正誤及針對錯誤進行修正之能力，雖然難度偏高，但是若能與教

學相輔相成，對學生批判能力之提升指日可待，筆者根據 QUASAQR 紙筆認知評量資料，編製

數個複式評量試題。茲列舉一二如下: 

 

複式評量題目 
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三、實施 QUASAR 紙筆認知評量的價值 

（一）實施 QUASAR 紙筆認知評量，可以提升學生數學解題與說理的能力 

實施 QUASAR 紙筆認知評量，發現學生解題記錄中，有的學生答案正確，計算過程正確，

但是不會說理只會描述作法和步驟；也有的學生答案正確，計算過程正確，但是文字說理錯

誤。這兩種現象在一般的紙筆評量中，由於答案正確且計算過程正確，因此得到滿分是無庸

置疑的，然而在滿分的背後學生的數學能力可能相當薄弱；若是教師能夠實施 QUASAR 紙筆

認知評量，將可以及早發現學生的問題，及早導正學生的錯誤概念，進而提昇學生數學解題

與說理的能力。 

 

（二）實施 QUASAR 紙筆認知評量，可以促使教師在課程和教學上作改變 

實施 QUASAR 紙筆認知評量，可以促使教師在課程和教學上作改變，因為透過學生數學解

題說理能力的質性分析，教師將可以輕易掌握每個學生數學解題說理的能力，也可以清楚的

瞭解全班學生數學解題說理層次的分佈情形、全班學生的正確解題類型和錯誤解題類型等，

當教師手上擁有充分的學生學習表現資料時，勢必會促使教師在課程和教學上作調整與改

變，進而選擇更符合增進學生高層次數學能力的教學策略。 

 

（三）實施 QUASAR 紙筆認知評量，可以提升編製複式評量和選擇題試題的品質 

複式評量的作法是從學生之解題記錄中，各選擇一至二種正確解法和錯誤解法，混合組

成一個評量題目，以評量學生判斷正誤及修正錯誤之能力，QUASAR 紙筆認知評量 Level 5，

4，3 之正確解題資料和 Level 2，1 之錯誤解答，正是編製複式評量試題的主要依據。此外，

編製選擇題最難的地方就在於選項答案數據之設定，而 QUASAR 紙筆認知評量 Level  2 和 1

之錯誤解答，乃編製「誘答」選項之最佳參考，因此，若是教師先實施 QUASAR 紙筆認知評

量，再進行複式評量試題和選擇題之編製，將可以提升複式評量試題和選擇題試題之品質。 

 

（四）實施 QUASAR 紙筆認知評量，可以開啟學生數學解題資料數位典藏的契機 

目前關於學生數學迷思概念之文獻頗多，然而學生正確解題說理之文獻資料卻不多見，

因此，若是教師能有系統的針對一到六年級的學生實施 QUASAR 紙筆認知評量，然後將學生

在各類數學主題中，Level 5，4 之正確解題說理資料與 Level 1-5 之解題示例萃取，數位

典藏起來，那麼將可以開啟學生數學解題說理資料數位典藏的新契機。 
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從初識 QUASAR 紙筆認知評量方式到 QUASAR 紙筆認知評量方案的規劃與實施，歷時三個

多月，雖然歷程有點艱辛、資料整理也相當耗時，但是，學生 Level 5 的精采表現，常常讓

我感動不已，學生從 Level 1，2，3 進步到 Level 4，5 的事蹟，則是我努力以赴的的動力。

本文詳細闡述 QUASAR 紙筆認知評量的規劃、實施及學生的表現，旨在讓有心改變評量方式的

中小學教師更加瞭解實施 QUASAR 紙筆認知評量的真貌及價值，作為未來推動 QUASAR 紙筆認

知評量的參考。 
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